Oscillateur - Pendule
Masse - Ressort
Equations du mouvement

en coordonnées (I, o)

Le formalisme de Lagrange (par exemple : cours EPST page 15) permet d'établir les équations du
mouvement de I'oscillateur masse - ressort en fonction de la longueur totale [ du ressort et de I'angle v
par rapport a la verticale descendante. Ces 2 variables sont des fonctions du temps.
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http://www.tuclic.fr/python_phy/oscillateur_masse_ressort/doc_pendule_01_03.pdf
http://epst-tlemcen.dz/docs/cours/physique/S3/Cours_vibrations_complet.pdf

|1 - Lagrangien du systeme Masse - Ressort

Le lagrangien du systéme est I'expression formelle, en fonction des variables qui caractérisent le

mouvement :
L=FEc—FEp

ou F/c est I'énergie cinétique du systéme et F/p son énergie potentielle : énergie potentielle de

pesanteur plus énergie potentielle élastique du ressort.

Centre x2, y2

Alpha M V orthoradial

V radial

La vitesse 7 de la masse M est :

paT S i

dt dt

ou "LT; est le vecteur unitaire radial et U_a> est le vecteur unitaire orthoradial.

On notera les dérivées par rapport au temps :

dl . da

[ e — = & avec des points.

dt dt
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Comme les deux vecteurs unitaires lTr) et 170[ sont orthogonaux, on en déduit :

1)2 _ H7H2 _ l'2 + l2éé2

d'ou :
1, 1

. 1
FEc = §mv = §ml2 + §ml2d2

L'énergie potentielle de pesanteur [/ Pp s'exprime (a une constante prés qui disparait ensuite) :
Ep, = —mgl cos(a)

et I'énergie potentielle élastique du ressort £/ s'exprime :

1
Epe = 5/4:([ —1p)?

ou k est la raideur du ressort et [y sa longueur au repos. On en déduit le lagrangien du systéme :

1 o, 1
L=FEc—Ep=-ml*+ 2

1
2.9 SN R RY:
5 2ml &” + mgl cos(a) 2l<:(l lo)

2 - Equations de Lagrange du systeme Masse - Ressort
Pour un systéme de lagrangien L = F'c — Ep dont 1'énergie mécanique Em = Ec + Ep est

constante (systeme conservatif), possédant 12 degrés de liberté¢ q1, qo, ... Q;, ..., G, On peut écrire 7
équations de Lagrange par dérivations formelles :

d lﬁL} OL 0

dt 94|  Oa

Dans le cas du systéme masse - ressort, les 2 degrés de liberté considérés peuvent étre :
=10 e @q =«

On calcule les 4 dérivées partielles par rapport al, [, cvetx:
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ol
OL d lﬁL]
— =m t — | — | = ml
ol dt | ol
g—z = —mgl sin(«)
oL ey d |OL B . 9 ..
%—ml Q et T [5_04] = 2mllae + ml“&

En reportant ces résultats dans les deux équations de Lagrange, on obtient le systeme de deux équations
différentielles :

2mlicc + mi?é + mgl sin(a) = 0
ml —mla? + k (1 — ly) — mg cos(a) =0

qui se simplifient 1égérement :

2l + 1é + gsin(a) = 0
| —1&* + Ea_l()) —gcos(a) =0

Il s'agit de 2 équations non-linéaires du second ordre couplées.

3 - Cas limites

Si la longueur [ du ressort est constante, [ = 0 , la premiére équation se simplifie et on obtient
1'équation du pendule simple :

&+ %Siﬂ(()&) =0
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qui peut étre linéarisée pour une petite amplitude angulaire ¢ :

d+%a:0

qui admet des solutions sinusoidales.

De la méme fagon, en supposant & = (), on retrouve a partir de la deuxiéme équation le mouvement
de l'oscillateur harmonique masse - ressort simple :

.k
[+ —(1=1o)=0

On peut supposer, dans une simplification moins radicale, que le mouvement d'élongation est peu
perturbé par le mouvement pendulaire et est proche d'un mouvement sinusoidal.

. . . . . ) . . A
La deuxieéme équation du systéme fournit alors la valeur de &~ en fonction du temps, qui peut étre
injectée dans la premiere équation. Ce terme est a I'origine du couplage des 2 mouvements et de leur
synchronisation observée expérimentalement.
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http://www.tuclic.fr/python_phy/oscillateur_masse_ressort/index.htm

